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Introduction

Ces pages contiennent les notes d’un exposé fait pour le séminaire M2 organisé par Martin
Orr a Paris 11 (Orsay). Essentiellement, on suit I'introduction & la cohomologie des groupes
de [I], chapitre 1, §2. Toutes les remarques sur ces notes sont bienvenues =

On fixe un groupe fini G et un G-module A, i.e. un groupe abélien avec une action (a
gauche) de G respectant la loi de groupe de A :

“(a+b)=a+°b, o€G,abcA.

Remarque A est un G-module < A est un module sur 'anneau Z[G] < A est abélien et
il existe un morphisme de groupes G — AutA.

1 Définition de H"(G, A)
Pour définir les groupes de cohomologie, on va avoir besoin des projections
di : G" = G™, (0g,...,00) — (00, .., Gy 00),

ou le symbole " veut dire qu’on n’écrit pas ce terme. On définit pour n € N les G-modules
X" = X"(G, A) := Map(G"T!, A), ot 'action de G est donnée par

(7x)(00,...,00) = (x(c 7 og,..., 07 0,)).

Les projections d; induisent des morphismes de G-modules
di : X" P = X"z xod,.

A Taide de ces morphismes, on définit pour n > 1,

n
" = Z(—l)id;k D G
i=0
ce qui donne en évaluant,

n

(0"x)(00, ... 00) = »_(=1)'x(00,...,6i,...,00). (1)

=0

Finalement, on définit le morphisme 8° : A — X° a + x4, ot 7,(c) = a pour tout o € G.



Proposition 1.1. La suite

0 a2 x09, x1 9 2

est exacte.

Démonstration. Montrons d’abord que la suite est un complexe, i.e. 9"t 0 9" = 0 pour
n > 0. Pour n = 0 c’est clair. Pour n > 1, en utilisant I’équation pour 0"t o 0", on
trouve une somme d’éléments de la forme +x(oo,...,0;,...,05,...,0n41). Or, ce n’est pas
trop difficile de noter que pour chaque couple (i, j), cet élément apparait deux fois, 'une avec
le signe (—1)*(—1)7 et l'autre avec le signe (—1)*(—1)7~1, donc leur somme fait zéro.

Pour l'exactitude, on applique ce qu’on appelle en algébre homologique une homotopie
contractante, i.e. on définit des applications

D™ XY= A 2z 2(1)

D" : X" X"z [D"z: (00,...,00) — z(1,00,...,00)],
et avec un calcul assez rapide on trouve I’'égalité, pour n € N,
D" o " 49" 0o D" = idxn.

Maintenant, si x € Kerd"*!, on trouve z = 9"(D" 'z), i.e. x € Im9", ce qui donne I'exacti-
tude. [

Remarque Les D™ définis dans la démonstration ne sont pas forcément des morphismes de
G-modules, mais ils sont des morphismes de groupes, ce qui suffit pour montrer I’exactitude
de la suite.

C’est une déformation de cette suite ce qui va nous donner les groupes de cohomologie.
On a besoin d’encore une définition.

Définition 1.2. Le groupe abélien C" = C"(G, A) := X"(G, A)¢ des éléments de X"(G, A)
fixés pas 'action de G est appelé I'ensemble des n-cochaines de G a valeurs dans A.

Notons qu’on peut regarder cet ensemble comme les applications G — A telles que
x(cog,...,00,) = (x(0g,...,0,)) Vo €G.

Il n’est pas trop difficile de noter que les fonctions induites 0™ : C"*~1 — C™ sont bien définies
et alors on a un complexe

82

1
O, ot 9, 02,

c’
qui, en général, n’est plus exacte.
Définition 1.3. Les groupes Z" = Z"(G, A) := Kerd"*! et B" = B"(G, A) := Imd" sont
appelés les ensembles des n-cocycles et des n-cobords de G a valeurs dans A. On définit
BY%(G, A) :=0.

Le groupe H" = H"(G, A) := Z"(G, A)/B™(G, A) est appelé le n-iéme groupe de cohomolo-

gie de G a valeurs dean A.

Pour faire les calculs un peu plus simples (et pour autant d’autres raisons), il convient
d’introduire ce qu’on appelle les n-cochaines non homogénes. Elles sont définies par

c’:=A
C" :=Map(G",A4), n>1,



et on a des isomorphismes

C°%(G, A) — C(G, A), x — (1)
C"(G,A) = C"(G,A), x— (y:(01,...,00) — 2(1,01,0102,...,01...04)).

Pour le deuxiéme on a l'inverse,

g0

y—[z:(00y...,00) — (y(oo_lal,...,ao_lan))].

A travers ces identifications, les morphismes 9" définissent des morphismes C"~! — C™ (que
l’on notera encore par ™). Ces morphismes sont donnés par les formules :

(0'a)(0) = “a —a, aeC’=A
(0%y)(o,7) =" (y(1)) = y(o7) + y(0), yect
(agy)(07 T, U) = g(y(Tv U)) - y(UTv U) + y(a, TU) - y(a, 7—)’ Yy e CQ
(8n+1y)(01’ ey Ongl) = o (y(o2, -5 0n11))

+ Z(—l)iy(al, ey Oim1, 030041, T2, - Opi1) + (1) Ty, . 00), y €C".

i=1

Ces formules nous permettront de faire des calculs explicites dans les sections qui suivent.
On identifiera Z™, B™ et H™ avec les sous quotients de C™ respectifs.

2 Caractérisation de H*(G, A)

On garde les notations de la section précedente. En particulier on rappelle qu’on a un
morphisme ¢ : G — AutA.

Définition 2.1. Une extension de G par A est une suite exacte de groupes :
0—A—F—-G—0.
Pour abréger, on la notera simplement par E.

Soit E une telle extension. Pour chaque ¢ € G, on prend une préimage & € E. L’applica-
tion o4 : a — Gad ' définit un automorphisme de A. On note facilement que cet automor-
phisme ne dépend pas du choix de &. Ceci nous donne une application G — AutA, o — oy
qui est en fait un morphisme de groupes. Dit d’'une autre fagon, l’extension F induit une

(autre!) structure de G-module sur A, o I'action est donnée par “#a = oy (a) = 6ad 1.

Question Quelles sont, & isomorphisme prés, les extensions de G par A telles que le mor-
phisme G — AutA induit soit ¢ 7

En d’autre mots, on cherche les E telles que I'action induite de G sur A soit celle fixée au
début. La réponse a cette question on la formule comme un théoréme. On appelle EXT(A, G)
I’ensemble de classes d’isomorphismes de telles extensions.

Théoréme 2.2. (Schreier) On a une bijection canonique H*(G, A) = EXT(A, G).

Notation Maintenant on regarde le groupe abélien A immergé dans E, qui n’est pas en
général abélien. On change alors & notation multiplicative pour A. De plus, on écrira z, » au
lieu de x(o, 7). Dans cette notation, = est un 2-cocycle s’il vérifie I’équation

o
Torlorw = TroulorTu, (2)



et il est un 2-cobord s’il est de la forme

Tor = yogy'ry;flv ye Cl'

On notera Cl(x) pour la classe d’un n-cocycle x dans H™.

Démonstration. On définit A : EXT(A, G) — H%(G, A) comme suit :

Soit E € EXT(A,G). On choisit pour chaque ¢ € G un représentant 6 € E. Alors pour
v € FE on a une écriture unique v = ad avec a € A, 0 € G. Notons aussi que l'on a
fa=6a6"16 =a6.

On veut définir un cocycle. Pour cela, notons que 67 et o7 ont la méme image dans G. Alors
il existe un unique z, r € A tel que 67 = z, ,07. On affirme que z, , est un cocycle. En fait,
en utilisant la associativité de la multiplication dans E on a

=Z6,0T0 = T57Lgr 00TV

A . — o .
G(70) = 62770 = 72, ,07T0 = " Tr 4T 70TV,

et donc T, +Tory = %7y Te.rv, comme on voulait. On pose alors A(E) = Cl(z).

Vérifions que A est bien définie. Pour chaque o € G, soit 6 € F un autre représentant. On
a alors ¢ = y,0 pour certain y, € A. Soit Z le cocycle obtenu par ces représentants, i.e.
67 = Zo,,07. On trouve les égalités,

-~ - —~ _ = S -1 1= —1~_ =~ -1 —lo, —1~~
T = xG',TO-T - ‘/L.O',TyO'TO'T - xU,TyO'Txa'7TO-T - ‘/L.O',T‘,I’.a'ﬂ'yU'Tyg' Uy‘r T = xU,T‘/EJ’TyUTya' y‘[‘ UT?

Qv

d’ou on en tire
Tor = TorlYo,r aVEC Yoo = yaayTy;q—1~
On en déduit donc que Cl(z) = Cl(%).
D’autre part, si E’ est une extension isomorphe a F, i.e. si I'on a le diagramme

0 —>A—>E—G— 0
id|]  f| id
0 —>A—E—G— 0

alors pour o € G, l'élément f(6) € E’ en est un représentant. On note alors que le cocyle
induit par cette section est le méme. En fait,

f(&)f(%) = f(&%) = f(xﬂﬂ'a-) = f(xrr,'r)f(ﬁ) = I’O',Tf(ﬁ)'

Donc A est bien définie.

Injectivité : Supposons A(E) = A(E’). En prenant des représentants 6 € E, 6’ € E' de
o € G, on trouve des cocycles x et 2’ tels que xijT = 24 +Yo YrYor POUT une certaine y € CL.
Alors, quitte & changer ¢’ par y,'6’, on peut supposer que ces deux sections induisent le
méme cocycle z. On définit une application f : E — E’ par f(ad) = aé’. C’est clairement
une application bijective qui induit 'identité sur A et G. Il suffit de montrer que c’est un
morphisme de groupes, ce qui est clair d’aprés

f(aobt) = f(a”b67) = f(abxy ,07) = a”bry 07 = a’bs'? = a6'bi’.
On a donc F = E’ et \ est injective.

Surjectivité : Soit x un 2-cocycle. On peut supposer qu'il est tel que 2,1 =21, = 1. En

fait, de I’équation on obtient facilement les égalités z,1 = “z11 et 1, = 1,1 et alors
1 oaps

vérifie

— O

en posant y, = 1,1 pour tout 0 € G et Y, = yg”yTy;Tl =%z, on trouve que Ty~



cette propriété.
Il s’agit alors de construire une extension de G par A qui induisse x et telle que I'action
induite de G sur A soit la bonne. On pose E = A x G avec le produit

(a,0)(b,7) = (25,,a7b,07).

On vérifie 'associativité :

[(a,0)(b,7)|(c,v) = (5 ra"b,07T)(c, V) = (TorpTo,ra’b ¢, 0TV) =

(6,70 200" b7 ¢, 0mV) = (@, 0) (20" ¢) = (a,0)[(b, T)(c,v)].
L’élément neutre est (1, 1). En fait,

(1,1)(a,0) = (z1,0a,0) = (a,0),
(a,cr)(l, 1) = (1’071(170) = (a,o).

-1

L'inverse de (a,0) est donné par (7 (2,,-1a) ", ). En fait,

(a,U)(Uﬁl(l‘mo——la)_a(f_l) = (.’Ea-’(,-flax;i,la_l,O'U_l) = (1,1).

Finalement, on note que l'action de G sur A induite par E est la bonne : C’est clair que (1, o)
représente o. Alors,

(1,0)(a, 1)(1,0)_1 = (xg,l"a,U)(Uﬁl(a:aygq)_l,a_l) = (xgyaflxg,lacw;_l 1) =(%a,1).

Ceci nous montre que E € EXT(A,G) et A(E) = Cl(z), car (1,0)(1,7) = (x6,7,07T). [

Avec ce résultat on peut répondre la moitié la plus facile de la question sur les extensions
de groupes finis. Il suffit juste de classifier les morphismes G — Aut(A) (ce qui n’est pas
trop difficile lorsque A est abélien) et aprés calculer H?(G, A) pour chacune de ces structures
de G-modules. Pour répondre la question plus général, il faut enléver ’hypothése A abélien,
ce qui nous raméne a la cohomologie non abélienne. On en parlera un peu dans la section
suivante.

3 Caractérisation de H'(G, A)

On commence en rappellant la définition des 1-cocycles et 1-cobords.

ZHNG,A) ={2:G — Alzg, = 2,72,} BYG,A) ={z:G— Az, ="aa" "', ac A}.

Remarque Si laction de G sur A est triviale, alors B! =0 et H!(G, A) = Hom(G, A).
Une facon de décrire H', c’est en disant qu’il mesure le “défaut d’exactitude” au moment
de prendre les éléments fixés par G, i.e. si I'on a une suite exacte de G-modules

0-ASBL 00,

alors la suite -
G
0— A® 2 B¢ 2, ¢
reste exacte, mais en général la restriction 3¢ de 3 n’est plus surjective. Il se trouve que
lorsque H' (G, A) = 0, on a cette surjectivité. Plus précisement, on un morphisme canonique
§:C — HY(G, A) qui rend exacte la suite

G
0 A6 2% Be 7706 %, giq, A).



En fait, Pour ¢ € C¢ on peut toujours choisir b € B tel que 3(b) = c. Pour ¢ € G, on a
B(7bb™1) =9cct = cc™t = 1. Alors 7bb~! = a, € A et on a, pour 0,7 € G,

Qpr = cr'rbb—l — o"rbo'bflcrbb—l _ U(‘rbb—l)abb—l — UC’/T@U-

Donc a € Z'(G,A) et on pose 6(c) = Cl(a). Cet élément ne dépend du choix de b, car
B(') = c implique que d = ¥'b~1 € A, donc a, = W'V~ = 7b7dd"b! = a,"dd" et
Cl(a) = Cl(a’).

On vérifie facilement que si ¢ € Im(39), alors 6(c) = 1 et inversement, si §(c) = 1, alors
ay = 7bb~17dd~" pour un certain d € A, ce qui entraine °(bd~!) = bd~' et donc bd~! € B®
et BC(bd1) = B(b) = c.

Un peu de cohomologie non abélienne

A partir de maintenant, A n’est plus supposé abélien. La notion de module perdant son
sens, on parle alors d’'un G-groupe. Dans ce cas, presque tout ce qu’on a dit ne reste plus
vrai en général. Il faut alors tout recommencer :

Définition 3.1. On définit les 1-cocycles comme Pensemble Z1(G, A) := {a : G — Alay, =
as’ar, 0,7 € G}.

Deux cocycles a,a’ sont dites cohomologues sil existe b € A tel que a, = b~a,"b. C'est
une rélation d’équivalence. On définit H'(G, A) comme le quotient de Z'(G, A) par cette
rélation.

Remarque Dans ce cadre Z' et H' ne sont plus des groupes. Ce sont au moins des en-
sembles pointés ou 1'élément distingué correspond au cocycle trivial a, = 1. On note aussi
que lorsque A est abélien, on retrouve la définition classique. Pour plus d’information sur la
cohomologie non abélienne, voir [2], chapitre 1, §5.

On passe maintenant & la caracterisation de H'. Il nous faut encore quelques définitions.

Définition 3.2. Un G-ensemble est un ensemble X avec une action de G.

Un espace homogeéne sur A est un G-ensemble muni d’une action (a droite) transitive de A
compatible avec celle de G, i.e. 7 (za) = “2°a, 0 € G,a € A, x € X.

On parle d’espace principal homogéne si 'action de A est en plus libre.

On laisse au lecteur le soin de définir la notion d’isomorphisme d’espaces homogénes sur
A. Soit TORS(A) I'ensemble des classes d’isomorphisme d’espaces principaux homogeénes sur
A. C’est un ensemble pointé et son élément distingué est A (Paction étant multiplication a
droite). On a alors le théoréme :

Théoréme 3.3. On a un isomorphisme canonique d’ensembles pointés H'(G, A) =2 TORS(A).

Démonstration. On définit A\ : TORS(A)(A) — H'(G, A) comme suit :
Soit X € TORS(A). Pour o € G il existe un unique a, € A tel que “x = za,. On affirme
que a est un cocycle. En fait, on a

g
Taor =T ="(2a,) = 2%, = za,%ar,

et donc ayr = a,%a,. On pose A(X) = Cl(a). Si on prend un autre point y € X, on a y = xb,
avec b € A. On trouve alors un cocycle cohomologue a a en notant que

Ty = (xb) = 72°b = 2a,"b = (zb)b"a,"b = yb 'a,b.



D’autre part, si f : X — X’ est un isomorphisme d’espaces homogénes, on trouve pour
= f(z) e X'
72’ =(f(x)) = f(“x) = f(za,) = f(z)as = za,.

On en déduit que A est bien définie.

On définit une inverse p : H'(G, A) — TORS(A) comme suit :
Soit ¢ une classe dans H'(G, A) et a un cocyle dans cette classe. On pose X = A et on fait
agir G sur X de la facon tordue suivante :

ox

r=a,"x, zEX=A.
Ceci est bien une action car, pour 0,7 € G, x € A on a
TXp = ay," " = 0,70 (T2) = a,” (a,"x) = TF ("X 2).

A agit sur cet ensemble par multiplication & droite.

Montrons que cet espace est bien un espace principal homogéne sur A. C’est clair que 'action
de A est libre et transitive, donc il suffit de vérifier la compatibilité des actions. On a pour
ceG rxeXetbe A,

TX(xb) = a,’ (xb) = ax"27b = X2,

ce qui montre 'affirmation.

On pose p(c) = X. Le morphisme ne dépend pas du choix du cocycle : Soit @’ un cocycle
cohomologue & a, i.e. al, = ¢ ta,%¢c pour ¢ € A. On obtient alors un espace homogéne Y qui
est isomorphe a X a travers de f : Y — X, y — cy. En fait, c’est clair que f est bijectif et
c’est bien un morphisme, car pour c € Get y € Y,

X fy) =" (ey) = ac’cy = ca,’y = ¢y = f(7y),

et f commute clairement avec 'action de A. Donc p est bien définie. Finalement on vérifie
sans difficulté que Ao p = po X =id et A(A) = CI(1). [

On conclut avec une citation textuelle du livre de Serre [2]. Apreés les définitions de H°

et H' non abéliens il remarque : On aurait envie de définir aussi H*(G, A), H*(G, A), ...
Je ne m’y risquerai pas; ...
Ceci nous dit que 'idée d’étendre le Théoréme [2.2] en une version non abélienne n’a proba-
blement rien d’évident (déja définir H? n’a rien d’évident!). Et méme si aujourd’hui le H?
non abélien existe déja dans certains cas, il faut pas oublier qu’il reste toujours la question
de classifier les morphismes G — Aut(A). Et on sait bien que Aut(A) n’est pas trop gentil
lorsque A n’est pas abélien. Donc peut étre celui-ci n’est pas le chemin & suivre pour répondre
a cette question.
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